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CORRECTION
1. (a) D’apres le cours, on sait que
P=b(X" -~ X" '+ ..+ (-1)" o 1 X + (~1)"0y)

Kok

avec les relations o3, = (—1) 2
0

(1 <k<n)etque

n—1

P, = by (Xn—l . O_Y)Xn—l 4.+ (71)n—20_£Li12X i (71)71_10_@‘) ) ‘

La division euclidienne de P par X — 3; donne

P

X_3 = bo(X" L4 (B — o) X2+ (B2 — 01B; + 09) X2

+...+ (ﬂzﬂ_l — 0'1/3?_2 + ...+ (—1)”720'71_2,31' + (—1)”710'71_1)).

D’ou, par identification des coefficients :

Up = —fito
aél) = B2 — 016 + o9
o = ()T - B e (1) 200+ (1) )
ou encore
o1 = ﬂi"‘ali)
oy = ag)ﬁi—l-o’g)
o = ofiraf
On—-1 = 0'7(;‘1261"“0'5:21
On = 51'0521

En sommant 1’égalité précédente pour i = 1 a ¢ = n, on obtient :

P = zn: P,
=1

= x! + (Sl — nUl)Xn_Q + (52 — 0151 + TLO'Q)XR_Q + ...
—|—(Sn71 —01S,—2 + ...+ (_1)71—20_”7251 + (—1)"_1710”,1)



(b)

Mais P’ = by(nX" ™' — (n — 1)1 X" 2 + ... + (—=1)""'5,,_1). Par identification des coefficients, on
trouve, pour tout k € [1,n] :

Sk — 019k—1 + 028k—2 + . + (=) o181 + (1) Fkor =0 ().

b
Or pour tout k € [1,n], o, = (—1)]f b—k, on obtient donc, par substitution, la relation demandée :
0

boSg + b1Sk_1+ ... + bp_15S1 + kb = 0.

Les relations (x) de la question précédente ( £ = 1,2,...,n ) définissent un systeme triangulaire
inversible en (01,09, ...,0,), on peut donc exprimer Sy, S, ..., S, en fonction de o1, 09, ..., 0y, €t in-
versement.

On remarque que pour tout i € [1,n] et pour tout Xk € N*, ona:
0= BEP(B;) = bo(B; ™ = 1B o (1) ot B+ (1)),
et en sommant cette égalité pour ¢ = 1 a n, on obtient :
0= Sktn — 018k tn-1+ - + (=1)" Lo _1Sk11 + (=1)"0,Sk.

Oou encore
vk € N*, bOSk+n + b15k+n—1 + ...+ bn,15k+1 + b, Sy = 0.

r

2. Notons Sy, f2, ..., Br les racines non nulles de P de tel sorte que P(x) = boa" " H(:J: — 5;), de méme

i=1
s

on pose Q(z) = coz™® H(a: — ;) avec ai,az, ..., o, les racines non nulles de Q. D’apres la question

=1

précédente, les oy, (P) s’expriment en fonction des sommes de Newton Sy, (P). On peut donc exprimer les

coefficients du polynome H — f3;) en fonction des Si(P) et comme Vk € N, Si(P) = Sk(Q), on obtient

=1
s

donc l'égalité H(z —Bi) = H(a: — «;), donc nécessairement s = r et par conséquent

3. (a

(b)

i=1 i=1

s S

cox™ P = bycox™ ™" H(x — Bi) = bpcox"x™? H(x — Bi) = bpz"Q.

i=1 i=1

Soient X = (xij)lgi,jgp etY = (yij)1§i7j§p deux matrices de .///p. Posons Z = XY = (Zij)lgi,jgp et
p p
T=YX= (tij>1§i,j§p/ avec z;; = Z TikYky et tij = Z YikTkj, donc :
k=1 k=1
p n p
= i =) > Tk = Zzymﬂfzk = Ztkk = tr(Y X).
=1 i=1 k=1 k=1 1i=1

La famille (£;;)1<; j<p désigne la base canonique de .#),. On rappelle que E;; Ej, = 0, E;, pour tout
’i,j, k‘,l € [[1, n]] Ona tI'(EglEHElQ) = tr(E22) = 1 alors que tI‘(EglElgEn) = tr(O) = 0. Il suffit donc
de prendre X = E», Y = Ey1 et Z = Eqa.

Soit M € .#,. On note f4 la forme linéaire définie par : VX € .#,, fu(X) = tr(MX). Soit ¢
I'application de .#, dans (.#),)* ( dual de .#, ) définie par : VM € .#,, p(M) = fu, c’est une
application linéaire. Montrons qu’elle est bijective, pour cela il suffit de montrer qu’elle est injective
puisque dim(.#},) = dim(.#,)*. Soit M € ., tel que ¢(M) = 0, donc fy;(X) = tr(MX) = 0 pour
tout X € .#,, en particulier tr(ME;;) = 0 pour tout (i,7). Donc, si on pose M = (mjj;)i<i j<p,
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(a)

(b)

tr(ME;;) = mj; = 0, par conséquent M = 0, donc ¢ est injective.
Soit f € ()", il existe M € 4, (K) tel que f = fu et donc pour tout X,Y de ., tr(MXY) =
tr(MY X), en particulier, pour tout (¢, j,k), 7 # k,ona:

tI‘(MEZ'jEjk) = tI‘(MEjk;Eij)

ou encore tr(ME;;) = tr(0) = my, donc M est une matrice diagonale. Maintenant pour (i, j) on
atr(ME;jEj;) = tr(ME;;E;j), c’est-a-dire mj; = m;;, donc il existe a € R tel que M = al,. D’ou
f = atr. Réciproquement, toute forme linéaire de cette forme répond au probléme.

Soit V un vecteur propre de X tel que XV = AV, donc Vk € N*, X k1 = A\*V, donc N est un vecteur
propre de X k

Réciproquement, soit A une valeur propre de X Fetv # 0 tel que X kY = AV. Notons W1y 2, oeey [
les racines complexes du polyndme 2* — ), on a donc

(X = paIp) (X — podp)...(X — pip)V = 0.

Comme V est non nul, le produit des matrices (X — p111,)(X — palp)...(X — pil,) n’est pas inversible
et par suite il existe au moins un scalaire p;, tel que A — p;,1, n’est pas inversible et donc 1;, serait
une valeur propre de A.

Toute matrice de .#, est trigonalisable, donc il existe P une matrice inversible et T triangulaire telles
que

)\1 * *
1 A2 —1

X=PTP =P P

*

Ap

et donc
)\]f * *
k
VkeN, XF=prkp-l=p A2 p!

k
A

p
Ceci montre que tr(X"*) = tr(TF) = Z AF,
k=1

Soit x x le polyndme caractéristique de X, on sait que les valeurs propres de X, A1, A2, ..., A\, sont
exactement les racines de xx.On a :

xx(z)=(-1)" <x” + Z(—l)kakx”k> )
k=1

Posons P = (—1)"xx et B =" Co(zI, — X). Les éléments de B sont des polynomes en x de degré
p — 1, on écrit donc
B=a2""'By+ 2" 2By + ...+ By

On sait que B et x1, — X sont liés par la relation

B(zIl, — X) = P(2)I,

donc, on obtient en développant le produit de gauche dans (x) :

XBy1+x(XBy-1— Bpa) + ... + 2" 1 (XBy — By) — 2" By = P(2)I,



Par identification, coefficient par coefficient, on obtient

—By
By — X By
By — X By

Bp1 — XB, 3
~XB,

IP
—O'llp

O'QIp

(—1)])_1%*1]1)

(‘Updp[p

En égalent les traces des matrices dans les relations précédentes, on obtient
— tr(By)

tr(B1) — tr(X By)

tr(Bg) — tr(X By)

tr(Bp—1) — tr(XB)—

—tr(X B,

D’autre part, on sait que la dérivée d'un déterminant det(A\) est le somme des déterminants obtenus
en dérivant successivement chaque colonne de la matrice A. Ici A = zI, — X, les dérivées ne

portent que sur les termes de la diagonale principale. Les déterminants obtenus sont exactement les
cofacteurs des éléments de la diagonale principale de 21, — X, c’est-a-dire les éléments de diagonaux

2)
1)

p
= —01p

= 02D

(_1)}771%—117
= (_1)papp

de la matrice B. En sommant on obtient la formule

tr(B) = P’

D’ou

tr(By) =
tI‘(Bl)
tr(BQ) =

tI’(Bp_l) =

On compare aux relations précédentes, d’ott

o1 = tr(ByX)=tr(X)

1
oy = —5 tl"(BlX)

1
op = (—1)p+1§tr(Bp_1X)

On multiplie par X chacune des égalités précédentes et 'on prend la trace. En tenant compte des

derniéres relations, on obtient :

tr(X™) — op tr(X" ) + oo+ (= 1)P

4

tr(X) — oy
tr(X2) — 01 tr(X) + 209

“2op-a tr(X) + p(=1)Pa,



D’ot, pour tout k£ € [1,p] :
tr(XP) — oy tr(XF ) 4 og tr(XP2) 4+ (=D o (X)) + (=) Pkor =0 ().
D’autre part, d’apres le théoreme de Cayley-Hamilton,

n
X"+ (~DFopxn k=0,
En multipliant par X’ et en prenant la trace, on obtient :

tr( X" + Z Fop tr(X"HF) = 0.

Donc la suite (tr(X*)),en vérifie les deux systémes de la question 1, donc par unicité de la solution

on a nécessairement tr(X*) = Sy (P Z AF pour tout k € N.
1=1
(a) Soit A une valeur propre de A, alors il existe un vecteur X non nul tel que BAX = AX et donc
AB(AX) = AMAX), le vecteur AX est non nul, car sinon on aura AX = 0 ce qui est absurde, ceci
permet de conclure que X est une valeur propre de AB.

(b) Dans ce cas AB est non inversible si, et seulement si, BA est non inversible, car det(AB) = det(BA),
donc 0 est une valeur propre de AB si, et seulement si, 0 est une valeur propre de BA.

10 1 1 0 10 1 0 1
(c)OnprendA:<1 1 1>etB: 0 1 ,onaAB:<1 1)etBA: 111
00 0 0O

vérifie bien que 0 est un valeur propre de BA, mais 0 n’est pas valeur propre de AB. Le mé

exemple montre que, dans le cas général, det(AB) # det(BA).
(d) Posons A= (aij)lgigm, B = (b”) 1<i<n - Notons C = AB = (Cz‘j)lgi,jgm etD = BA = (dij)lgi,jgnr

1<j<n 1<j<m
m

n
avec ¢;; = Z aikbkj et dij = Z bikakj, donc :
k=1 k=1

m

Z Cig = Z Z aibri = Z Z briaik = Z d = tr BA

1=1 k=1 k=1 1=1
Soit maintenant £ € N*. Alors d’apres le résultat précédent, on peut écrire :
tr[(AB)*] = tr[A(BA)* ' B] = tr[BA(BA)* '] = tx[(BA)F].

(e) D’apres la question 1, on peut exprimer les coefficients du polynéme caractéristique x 4p = H(X -
i=1

Ai) de AB en fonction des sommes de Newton Sy, = Z AF = tr[(AB)*]. 1l en de méme pour BA, et
i=1
comme tr[(AB)*] = tr[(BA)*], on obtient par la question 2. I'égalité :
(=X)"xaB = (—=X)"xBA.

(@) Si A = (I(; 8); on pose B = (gl gz) ou By € M., By € %r,n—r B3 € %m—r,r et
3

(B B (B0
By € My—yy—r. Alors a AB = ( 0 0 ) € My, et BA = (33 0

X5, (X)(—=X)™"", de méme on trouve xpa(X) = xp, (X)(=X)"".
On a donc

) € My Dot yap(X) =

(=X)"xaB(X) = (=X)"xpa(X).
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(b) Dans le cas général out A # 0, A est équivalente a la matrice A = ( L0 > avecr = rg(A), doncil

0 O
existe P € GL,, et Q € GL,, des matrices inversibles telles que A = p! ( '8" 8 > Q.
By By

Ecrivons B = Q! < B. B
3 Dy

) PouB, € #,By € Myp B3 € Myy—ryet By € My—rn—r.Ona

AB = P! < Eél %2 > PetBA=Q! ( g; 8 > Q. Dot x45(X) = x5, (X)(=X)™"", de méme

n

on trouve xpa(X) = x5, (X)(—X)""", et par conséquent

(=X)"xap(X) = (=X)"xpa(X).

On en déduit que les valeurs propres non nulles de AB et de BA ont la méme ordre de multiplicité.
Lorsque n = p, on trouve I'égalité des polyndmes caractéristiques de AB et BA.



